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Resumen
Se precisa la nocio´n de prismatoide y de prismatoide n-gonal uniforme. Se expresa cada
ve´rtice del prismatoide tetragonal uniforme como una combinacio´n lineal promedio de su
centroide y tres ve´rtices de una base, adema´s de dar una construccio´n detallada del mismo. Se
aporta una construccio´n algor´ıtmica del antiprisma tetragonal uniforme af´ın F, como tambie´n
una representacio´n unificada, tal que ϕ−1(r) es la frontera de F, donde, espec´ıficamente, ϕ es
una funcio´n convexa sobre I R3 y r > 0. A la inversa, las caracter´ısticas y representacio´n de ϕ
se obtienen para cada F dado. En particular se trata la geometr´ıa del prismatoide tetragonal
uniforme.
Introduccio´n
El prismatoide es un poliedro convexo cuya forma proviene de una distorsio´n del prisma recto
regular. Es sorprendente que no se registre una nocio´n rigurosa del prismoide en los textos
esta´ndar de Geometr´ıa So´lida, y apenas s´ı se le describe como el poliedro obtenido “al distorsionar
levemente un prisma”, por lo cual su conocimiento no va ma´s alla´ de la visio´n de su manido
modelo eucl´ıdeo. Este vac´ıo conceptual en el delineamiento del cuerpo produce, de hecho, una
gran dificultad te´cnica para abordar la geometr´ıa del antiprisma.
Por esto, y as´ı motivado, el autor aporta en este documento, adema´s de una definicio´n precisa del
prismatoide, del prismatoide uniforme, y en particular del prismatoide tetragonal uniforme (ver
definiciones 1.1), una metodolog´ıa y perspectiva, ajenas a la eucl´ıdea, que permiten profundizar
en la estructura geome´trica de este u´ltimo cuerpo (Ver Figura 1), enlazando nociones de a´lgebra
lineal, ana´lisis convexo y topolog´ıa.
En esta direccio´n se expresa, expl´ıcitamente, cada ve´rtice del prismatoide tetragonal uniforme
como una combinacio´n lineal promedio de su centroide y tres ve´rtices de una base (Teorema
1.2), adema´s de precisar su construccio´n y altura en te´rminos de la arista.
En general, se acomete aqu´ı la geometr´ıa af´ın de dicho so´lido introduciendo una construccio´n
algor´ıtmica del prismoide tetragonal uniforme af´ın F (Ver definicio´n 2.1 y Figura 2), como
tambie´n una representacio´n unificada del mismo, considera´n-dolo como un conjunto de nivel de
una funcio´n convexa ϕ sobre R3 concebida a partir de tres vectores linealmente independientes
en R3 (Teorema 2.2).
Tambie´n, a partir de un prismoide del tipo F se construye ϕ tal que ϕ−1(1) es, precisamente,
la frontera de F (Corolario 3.1). En particular se trata la geometr´ıa del antiprisma tetragonal
uniforme (Corolario 3.2).
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Denotaremos con letra mayu´scula los puntos o vectores de R3, su producto interior usual por
un punto · y el producto vectorial mediante una cruz ×.
Los teoremas 1.2 y 2.2, como los corolarios 3.1 y 3.2, consignados en la presente investigacio´n
son originales. Constituyen aportes concebidos y demostrados por el autor.
1. Representacio´n de los ve´rtices del prismatoide
tetragonal uniforme
1.1. Definiciones.
Si las bases de un prisma son pol´ıgonos regulares y sus caras laterales son recta´ngulos, entonces
el poliedro es llamado un prisma recto regular.
A continuacio´n el autor precisa la nocio´n de antiprisma, la cual, sorprendentemente, no aparece
en los textos esta´ndar y relevantes sobre poliedros. Por ejemplo, el geo´metra H.S.M. Coxeter en
su libro [4] p. 149 dice as´ı “distorsionando levemente un prisma n-gonal obtenemos un antipris-
ma n-gonal”. W.W. Rouse Ball en [1] p. 129 consigna, a manera de definicio´n, “el antiprisma
cuyas bases, aunque paralelas, no esta´n situadas similarmente, pero a cada ve´rtice de una le
corresponde un lado de la otra, tal que las aristas laterales forman un zig- zag”.
Si rotamos
π
n
la base de un prisma n-gonal recto regular, alrededor de su centro, obtenemos un
prismatoide (o prismoide o antiprisma) n-gonal, cuyas caras consisten de dos n-gonos regulares
conectados por 2n tria´ngulos iso´sceles. Los n-gonos son las bases y la distancia entre ellos la
altura del prismatoide. La altura del prismoide puede siempre ajustarse tal que los tria´ngulos
iso´sceles sean equila´teros; el poliedro as´ı obtenido es un prismatoide n-gonal uniforme,
con tres tria´ngulos y un n-gono en cada ve´rtice. Cuando n = 4 obtenemos el prismatoide
tetragonal uniforme (Ver Figura 1).
Dado un prismatoide tetragonal uniforme, en el siguiente teorema se construye expl´ıcitamente
el prisma recto regular tetragonal del cual se obtiene el prismatoide, determina´ndose su altura.
Adema´s se expresa catego´ricamente cada ve´rtice del antiprisma como una combinacio´n lineal
promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno, [3] pp. 417 - 423) de su centroide y tres ve´rtices
de una base.
1.2. Teorema.
Sea V ′1 . . .V ′8 un prismatoide tetragonal uniforme de ve´rtices dispuestos como en la Figura 1,
arista a y centroide
G′ =
1
8
(V ′1 + . . .+ V
′
8) (1.2.1)
Sea ⎧⎪⎨
⎪⎩
C′i =
1
2
(V ′4i−3 + V
′
4i−1)
=
1
2
(V ′4i−2) + V
′
4i
(1.2.2)
el centro de la base cuadrada V ′4i−3V
′
4i−2V
′
4i−2V
′
4i−1V
′
4i del prismatoide, para i = 1, 2. Entonces
(i) G′ satisface
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G′ =
1
2
(C′1 + C
′
2) (1.2.3)
(ii) Si {
W ′5 = 2G
′ − V ′3 , W ′6 = 2G′ − V ′4 ,
W ′7 = 2G′ − V ′1 , W ′8 = 2G′ − V ′2 ,
(1.2.4)
la reflexio´n a trave´s de G′ de los ve´rtices de la base cuadrada V ′1 . . .V
′
4 del prismatoide, entonces
W ′5 . . .W
′
8 es un cuadrado obtenido al rotar
π
4
el cuadrado V ′5 . . .V
′
8 (la otra base del prismatoide)
alrededor de su centro C′2
(iii) El poliedro V ′1 . . . V
′
4 W
′
5 . . .W
′
8 es un prisma recto regular tetragonal, de ve´rtices dispuestos
como en la Figura 1, y altura 2
−
1
4a. Expl´ıcitamente, todo prismatoide tetragonal uniforme de
arista a, se obtiene del prisma recto regular de base cuadrada de lado a y altura 2
−
1
4a, al rotar
π
4
una de las bases alrededor de su centro.
535
Memorias XVIII encuentro de geometr´ıa y VI de aritme´tica
(iv) Los ve´rtices del prismatoide tienen las siguientes representaciones lineales⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
V ′4 = V
′
1 − V ′2 + V ′3 ,
V ′5 = −
1
2
V ′1 −
√
2
2
V ′2 +
√
2− 1
2
V ′3 + 2G
′ ,
V ′6 =
√
2− 1
2
V ′1 −
√
2
2
V ′2 −
1
2
V ′3 + 2G
′ ,
V ′7 = −
1
2
V ′1 +
√
2
2
V ′2 −
√
2 + 1
2
V ′3 + 2G
′ ,
V ′8 = −
1 +
√
2
2
V ′1 +
√
2
2
V ′2 −
1
2
V ′3 + 2G
′ ,
(1.2.5)
Demostracio´n. De (1.2.1) obtenemos
G′ =
1
8
{
[(V ′1 + V
′
3) + (V
′
2 + V
′
4)] + [(V
′
5 + V
′
7) + (V
′
6 + V
′
8)]
}
=
1
8
2∑
i=1
{
(V ′4i−3 + V
′
4i−1) + (V
′
4i−2 + V
′
4i)
}
=
1
8
2∑
i=1
(2C′i + 2C
′
i) (por (1.2.2))
=
1
2
(C′1 + C
′
2)
justamente (1.2.3)
Por ser V ′5 . . . V
′
8 un cuadrado (de hecho no degenerado) de centro C
′
2, entonces automa´ticamente
los vectores V ′6 −C′2 y V ′7 −C′2 son linealmente independientes en R3 , por lo cual el subespacio
generado por ellos es
H =
{
s(V ′6 −C′2) + t(V ′7 − C′2) |s, t ∈
}
y por ende C′2 + H es el plano de la base V
′
5 . . . V
′
8 del prismatoide. Su trasladado C
′
1 + H por
C′1 − C′2, pasa por el punto C′1. Ahora, segu´n las definiciones 1.1 las bases del prismatoide son
paralelas, y dado que C′2 + H y C
′
1 + H son planos paralelos, entonces C
′
1 + H es el plano de la
base cuadrada V ′1 . . .V ′4 (de centro C′1) del prismatoide. Por esto existen escalares s y t tales que
V ′3 = C
′
1 + s(V
′
6 −C′2) + t(V ′7 −C′2) ,
o bien, segu´n (1.2.4) y (1.2.3),
W ′5 = C
′
2 + s(V
′
6 −C′2) + t(V ′7 − C′2) ,
un punto de C′2 + H , el plano de la base V
′
5 . . . V
′
8.
Adema´s,
V ′1 −W ′5 = V ′1 − (2G′ − V ′3) (por ( 1.2.4))
= (V ′1 + V
′
3)− 2G′ = 2C′1 − (C′1 + C′2)) (por (1.2.2) y (1.2.3))
= C′1 − C′2 ;
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procediendo as´ı en general se prueba que
V ′i −W ′i+4 = C′1 − C′2 , i = 1, . . . , 4 (1.2.6)
Por otro lado, y de acuerdo a las definiciones 1.1, si V ′1 . . . V
′
4 es una de las bases del prisma recto
regular del cual procede el prismatoide tetragonal uniforme V ′1 . . . V
′
8, entonces C
′
1 − C′2 es un
vector normal comu´n a los planos C′1+H y C′2+H de sus bases, por lo cual la recta a trave´s de
V ′1, y paralela a C
′
1 − C′2, interseca al plano C′2 + H en un u´nico punto Ui+4, para i = 1, . . . , 4,
por esto
V ′i − Ui+4 = C′1 − C′2 , i = 1, . . . , 4
De aqu´ı y (1.2.6) se infiere que W ′i+4 = Ui+4 (por un punto pasa un u´nica recta paralela a un
vector director dado), por lo cual W ′5 . . .W
′
8 es obtenido al rotar
π
4
el cuadrado V ′5 . . . V
′
8 alrededor
de su centro C′2. De contera V
′
1 . . .V
′
4 W
′
5 . . .V
′
8 es un prisma recto regular tetragonal de ve´rtices
dispuestos como en la Figura 1.
Si P es el punto medio de la arista V ′5V
′
6 entonces C
′
2P es una apotema del cuadrado V
′
5 . . .V
′
8 y
por ende bisectriz del a´ngulo recto del tria´ngulo recta´ngulo iso´sceles V ′5C
′
2V
′
6 , recto en C
′
2 (Ver
Figura 1); razo´n por la cual V ′5PC
′
2 es un tria´ngulo recta´ngulo iso´sceles, recto en P , lo que
implica C′2 P =
a
2
< C′2 V
′
5 =
a
2
√
2 la hipotenusa de dicho tria´ngulo recta´ngulo (y la rotacio´n
a trave´s de
π
4
de C′2W
′
8 alrededor de C
′
2) , de aqu´ı que P sea un punto del interior relativo del
segmento C′2W
′
8. Ya hemos establecido que V
′
4W
′
8 es perpendicular al plano C
′
2 +H , por lo cual
PW ′8V
′
4 es un tria´ngulo recta´ngulo recto en W
′
8, de hipotenusa (la altura del tria´ngulo equila´tero
V ′4V ′5V ′6 de lado a)
√
3
2
a. Los catetos son
PW ′8 = C
′
2W
′
8 − C′2P = C′2V ′5 −C′2P
=
a
2
√
2− a
2
=
a
2
(
√
2− 1) y
V ′4W ′8, la altura del prisma (y del prismatoide). As´ı, aplicando el Teorema de Pita´goras hayamos
que
V ′4W
′
8 =
√(√
3
2
a
)2
−
{
a
2
(
√
2− 1)
}2
= 2−
1
4a
Por ser V ′1 . . . V
′
4 un cuadrado entonces V
′
4 − V ′1 = V ′3 − V ′2 , ecuacio´n equivalente a la primera
en (1.2.5). En el cuadrado W ′5 . . .W ′8 el lado W ′7W
′
8 y su apotema (sobre el segmento V
′
5V
′
7 son
segmentos perpendiculares, y as´ı V ′5 −V ′7 y W ′7−W ′6 son vectores paralelos y del mismo sentido,
esto es, existe un escalar t > 0 tal que V ′5 − V ′7 = t(W ′7 − W ′6). Tomando norma en ambos
miembros de esta ecuacio´n hallamos t =
√
2 y
V ′5 = V
′
7 +
√
2(W ′7 −W ′6) (1.2.7)
Procediendo ana´logamente obtenemos
V ′6 = V
′
8 +
√
2(W ′5 −W ′6) (1.2.8)
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De (1.2.7) se sigue
V ′5 = 2C
′
2 − V ′5 +
√
2(V ′4 − V ′1) (por (1.2.2) y (1.2.4) )
= 2C′2 − V ′5 +
√
2(V ′3 − V ′2) (V ′1 . . .V ′4 es un cuadrado),
si y so´lo s´ı
2V ′5 = 2C
′
2 +
√
2(V ′3 − V ′2)
= 4G′ − 2C′1 +
√
2(V ′3 − V ′2) (por (1.2.3))
= 4G′ − (V ′1 + V ′3) +
√
2(V ′3 − V ′2) (por (1.2.2)),
ecuacio´n equivalente a la segunda en (1.2.5). Igualmente de (1.2.8) hallamos
V ′6 = V
′
8 +
√
2(V ′1 − V ′2) (1.2.9)
= 2C′2 − V ′6 +
√
2(V ′1 − V ′2) ,
si y solo si
2V ′6 = 2C
′
2 +
√
2(V ′1 − V ′2)
= 4G′ − 2C′1 +
√
2(V ′1 − V ′2) (por (1.2.3) )
= 4G′ − (V ′1 + V ′3) +
√
2(V ′1 − V ′2) (por (1.2.2)),
ecuacio´n equivalente a la tercera en (1.2.5).
De (1.2.9) y la tercera ecuacio´n en (1.2.5) se infiere la u´ltima ecuacio´n para V ′8 en (1.2.5).
Finalmente, por ser V ′5 . . .V
′
8 un cuadrado entonces V
′
7−V ′6 = V ′8−V ′5 , esto es, V ′7 = −V ′5+V ′6+V ′8 .
Sustituyendo en esta ecuacio´n V ′5, V
′
6, V
′
8 por sus representaciones lineales promedio en (1.2.5),
obtenemos la penu´ltima ecuacio´n en (1.2.5).
2. Una construccio´n algor´ıtmica del prismatoide
tetragonal uniforme af´ın
2.1. Definicio´n.
Un prismatoide tetragonal uniforme af´ın es la imagen de un prismatoide tetragonal uniforme
bajo un automorfismo af´ın de R3 (Ver Figura 2).
2.2. Teorema.
Sean, r > 0 y A, B, C, G vectores en R3 tales que
Δ = det(A,B, C) = 0 (2.2.1)
Hagamos
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
V1 = G +
r
Δ
(A× B + B ×C + C × A) ,
V2 = G +
r
Δ
(A× B −B ×C + C × A) ,
V3 = G +
r
Δ
(A× B −B ×C − C × A) ,
V4 = G +
r
Δ
(A× B + B ×C − C × A) ,
V5 = G−
r
Δ
(A× B +√2C × A) ,
V6 = G−
r
Δ
(A× B −√2B × C) ,
V7 = G−
r
Δ
(A× B −√2C × A) ,
V8 = G−
r
Δ
(A× B +√2B × C) ,
(2.2.2)
y sea ϕ : R3 → R la funcio´n convexa representada por
ϕ(X) = ma´x
1≤i≤10
f(i, X), (2.2.3)
para todo X ∈ R3 , en la cual⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
f(i, X) =
1
2
{[
(
√
2− 2)k + 2−√2 + 2(3− 2√2)|k− 2|+ 2(3√2− 4)|k− 3|
+2(3− 2√2)|k − 4| − 2(3− 2√2)|k − 6| − 2(3√2− 4)|k − 7| − 2(3− 2√2)|k− 8|
+(2−√2)|k− 9|
]
A +
[
(4− 3√2)k + 5√2− 6− 2(3− 2√2)|k− 2|
+(3− 2√2)|k− 4|+ 2(3√2− 4)|k− 5|+ 2(3− 2√2)|k − 6| − 2(2−√2)|k − 8|
+(2−√2)|k− 9|
]
B +
[
4(
√
2− 2)k + 28− 6√2 + 4(3− 2√2)∑7i=2(−1)i|k − i|
+2(5− 3√2)|k − 8| − 2(3−√2)|k − 9|
]
C
}
· (X −G)
(2.2.4)
Si
F = {X ∈ R3|ϕ(X) ≤ r} , (2.2.5)
entonces F es un prismatoide tetragonal uniforme af´ın, macizo y cerrado, de ve´rtices V ′1 , . . . , V
′
8
dispuestos como se muestra en la Figura 2, y centroide
G =
1
8
(V1 + · · ·+ V8) (2.2.6)
Adema´s, los planos faciales del poliedro tienen las siguientes representaciones. Las caras (tria´ngu-
los y paralelogramos),⎧⎪⎨
⎪⎩
V1 V2 V7 , V2 V7 V8 , , V2 V3 V8 , V3 V5 V8 ,
V3 V4 V5 , V4 V5 V6 , , V1 V4 V6 , V4 V6 V7 ,
V1 V2 V3 V4 , V5 V6 V7 V8 ,
(2.2.7)
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esta´n en los planos
f(i, X) = r , i = 1, . . . , 10, (2.2.8)
respectivamente
Demostracio´n. Cada una de las diez funciones en (2.2.4) es una forma lineal de R3 en R ( [2] p.
215), y por tanto una funcio´n real convexa. Por ende ϕ en (2.2.3) es convexa por ser el ma´ximo
de funciones convexas ( [5] pp. 35 - 36, Theorem 5.5). De (2.2.1), (2.2.2) y las propiedades de
los determinantes obtenemos det(V1 − G, V2 − G, V3 − G) =
4r3
Δ
= 0 , es decir, G, V1, V2, V3
son af´ınmente independientes en R3, lo mismo que G′, V ′1, V ′2, V ′3 en el prismatoide tetragonal
uniforme de la Figura 1 (de hecho no degenerado).
Por tanto existe un u´nico automorfismo af´ın g : R3 → R3 tal que
g(G′) = G y g(V ′i ) = V
′
i , i = 1, 2, 3 (2.2.9)
( [3] p. 429; [5] p. 8 ).
De (2.2.2) obtenemos la siguiente combinacio´n lineal promedio, V4 = V1 − V2 + V3. En general:
directamente puede verificarse co´mo obtenemos de (2.2.2), precisa-mente, las combinaciones
lineales promedio que aparecen en (1.2.5) al sustituir V ′i por Vi, i = 1, . . . , 8. Por tanto, y segu´n
(2.2.9),
g(V ′4) = g(V
′
1)− g(V ′2) + g(V ′3)
= V1 − V2 + V3 = V4,
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ana´logamente,
g(V ′i ) , i = 4, . . . , 8,
dado que g preserva las combinaciones lineales promedio. Por esto
g(V ′i ) = Vi , i = 1, . . . , 8 ,
y as´ı, de acuerdo a la definicio´n 2.1, V ′1 . . . V ′8 es un prismatoide tetragonal uniforme af´ın, de
centroide G segu´n (2.2.6) y ve´rtices dispuestos como se muestra en la Figura 2.
Consideremos ahora el prismatoide tetragonal uniforme af´ın V1 . . . V8 como un so´lido macizo y
cerrado P, esto es,
P = conv {V ′1, . . . , V ′8}
, la envolvente convexa de sus ve´rtices ( [5] p. 158 Theorem 17.2; p. 12 Corollary 2.3.1). Siendo
cada X en P una combinacio´n convexa de la forma
X =
8∑
j=1
λjVj = G+ =
8∑
j=1
λj(Vj −G)
= G +
4∑
j=1
λj(Vj −G) +
4∑
j=1
λj+4(Vj+4 −G)
o bien, segu´n (2.2.2),
X −G = r
Δ
{
(λ1 + · · ·+ λ4 − λ5 − · · · − λ8)A× B + (λ1 − λ2 − λ3 + λ4 +
√
2λ6
−
√
2λ8)B × C + (λ1 + λ2 − λ3 − λ4 −
√
2λ5 +
√
2λ7)C × A
}
,
donde
λ1 + · · ·+ λ8 = 1 y cada λj ≥ 0,
se desprende ⎧⎪⎨
⎪⎩
A · (X −G) = r(λ1− λ2 − λ3 + λ4 +
√
2λ6 −
√
2λ8) ,
B · (X −G) = r(λ1 + λ2 − λ3 − λ4 −
√
2λ5 +
√
2λ7) ,
C · (X −G) = r(λ1 + · · ·+ λ4 − λ5 − · · · − λ8) ,
y por ende, segu´n (2.2.4),⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
f(i, X) =
r
2
{[
(
√
2− 2)k + 2−√2 + 2(3− 2√2)|k − 2|+ 2(3√2− 4)|k− 3|
+(3− 2√2)|k − 4| − 2(3− 2√2)|k − 6| − 2(3√2− 4)|k− 7| − 2(3− 2√2)|k− 8|
+(2−√2)|k − 9|
]
(λ1 − λ2 − λ3 + λ4 +
√
2λ6 −
√
2λ8) +
[
(4− 3√2)k + 5√2
−6− 2(3− 2√2)|k − 2|+ 2(3− 2√2)|k − 4|+ 2(3√2− 4)|k− 5|+ 2(3− 2√2)|k− 6|
−2(2−√2)|k − 8|+ (2−√2)|k− 9|
]
(λ1 + λ2 − λ3 − λ4 −
√
2λ5 +
√
2λ7)
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⎧⎪⎨
⎪⎩
+[4(
√
2− 2)k + 28− 6√2 + 4(3− 2√2)∑7i=2(−1)i|k − i|+ 2(5− 3√2)|k − 8|
−2(3−√2)|k − 9|](λ1 + · · ·+ λ4 − λ5 − · · · − λ8)
}
,
o bien, expl´ıcitamente,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
f(1, X) = r
{
(λ1 + λ3 + λ7)− b(λ3 + λ4)− cλ5 − a(λ6 + λ8)
}
,
f(2, X) = r
{
(λ2 + λ7 + λ5)− a(λ1 + λ3)− cλ4 − b(λ5 + λ6)
}
,
f(3, X) = r
{
(λ2 + λ3 + λ8)− b(λ1 + λ4)− a(λ5 + λ7)− cλ6
}
,
f(4, X) = r
{
(λ3 + λ5 + λ8)− cλ1 − a(λ2 + λ4)− b(λ6 + λ7)
}
,
f(5, X) = r
{
(λ3 + λ4 + λ5)− b(λ1 + λ2)− a(λ6 + λ8)− cλ7
}
,
f(6, X) = r
{
(λ4 + λ5 + λ6)− a(λ1 + λ3)− cλ2 − b(λ7 + λ8)
}
,
f(7, X) = r
{
(λ1 + λ4 + λ6)− b(λ2 + λ3)− a(λ5 + λ7)− cλ8
}
,
f(8, X) = r
{
(λ1 + λ6 + λ7)− a(λ2 + λ4)− cλ3 − b(λ5 + λ8)
}
,
f(9, X) = r(λ1 + · · ·+ λ4 − λ5 − · · · − λ8) ,
f(10, X) = r(λ5 + · · ·+ λ8 − λ1 − · · · − λ4) ,
(2.2.10)
donde
a = 3− 2
√
2 > 0 , b = 4
√
2− 5 > 0 , c = 7− 4
√
2 > 0 , (2.2.11)
expresiones que implican
f(i, X)≤ r , i = 1, . . . , 10, (2.2.12)
por lo cual, segu´n (2.2.3), ϕ(X) ≤ r, es decir segu´n (2.2.5), P ⊆ F.
Por ser ϕ una funcio´n convexa sobre R3, propia y cerrada, entonces
int (F) = {X ∈ R3|ϕ(X) < r}
y
Fr (F) = {X ∈ R3|ϕ(X) = r}
( [5] p. 59, Corollary 7.6.1). Por esto, de acuerdo a (2.2.3) y (2.2.4), ϕ(G) = 0 < r, por lo cual
G ∈ inte(F), propiedad topolo´gica que utilizaremos al final de la presente demostracio´n.
Si X ∈ conv {V1, V2, V7} ⊆ P existen escalares λ1, λ2, λ7, no negativos, λ1 + λ2 + λ7 = 1, tales
que
X = λ1V1 + λ2V2 + 0V3 + · · ·+ 0V6 + λ7V7 + 0V8,
reducie´ndose la primera ecuacio´n en (2.2.10) a f(1, X) = r, lo que implica al un´ısono con (2.2.12),
ϕ(X) = r y
conv {V1, V2, V7} ⊆ Fr (F)
As´ı, utilizando (2.2.10) y (2.2.12) en general se prueba que todas las caras de P, listadas en
(2.2.7), esta´n contenidas en la frontera de F (y de contera contenidas en los planos (2.2.8),
respectivamente). Por tanto
P ⊆ F y Fr (P) ⊆ Fr (F) (2.2.13)
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Si X ∈ F ∼ P entonces X es un punto interior de R3 ∼ P por ser P cerrado, y el segmento
GX ⊆ F interseca a Fr (P) en un punto P entre G y X (por ser P un poliedro convexo), esto
es, P ∈ int (F) ( [5] p. 45, Theorem 6.1) y adema´s por (2.2.13) P ∈ Fr (F) lo cual es imposible.
As´ı que F ⊆ P.
3. Representacio´n de un prismatoide tetragonal
uniforme af´ın dado
3.1. Corolario.
Sea F un prismatoide tetragonal uniforme af´ın dado, macizo y cerrado, de ve´rtices V1, . . . , V8
dispuestos como en la Figura 2, de centroide
G =
1
8
(V1 + . . .+ V8)
Hagamos
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
A = ∇−1
{
−(V1 −G)× (V2 −G) + (V2 −G)× (V3 −G)− (V3 −G)× (V1 −G)
}
,
B = ∇−1
{
−(V1 −G)× (V2 −G) + (V2 −G)× (V3 −G) + (V3 −G)× (V1 −G)
}
,
C = ∇−1
{
(V1 −G)× (V2 −G) + (V2 −G)× (V3 −G) + (V3 −G)× (V1 −G)
}
,
(3.1.1)
donde
∇ = det(V1 −G, V2−G, V3−G) (3.1.2)
Entonces, A, B y C son linealmente independientes en R3 , y respecto a estos vectores F = {X ∈
R
3|ϕ(X)≤ 1} donde ϕ? : R3 → R3 es la funcio´n convexa representada en (2.2.3) y (2.2.4).
Demostracio´n. Siendo de hecho F un poliedro no degenerado (la imagen automorfa af´ın de
un prismatoide tetragonal uniforme), entonces automa´ticamente el determinante ∇ definido en
(3.1.2) es no nulo. Adema´s, segu´n (3.1.1) y (3.1.2),
Δ = det(A,B, C) = 4∇−1 = 0
En otras palabras, los vectores A, B, C definidos en (3.1.1) satisfacen las hipo´tesis del teorema
2.2, bajo los cuales consideramos la funcio´n convexa ϕ : R3 → R representada en (2.2.3) y
(2.2.4). Por tanto, si tomamos en este teorema r = 1 entonces el conjunto de nivel P = {X ∈
R
3|ϕ?(X) ≤ 1} es un prismatoide tetragonal uniforme af´ın, macizo y cerrado, de centroide G, de
tal manera que remitie´ndonos a los segundos miembros de las ecuaciones en (2.2.2) se demuestra
que V1, V2 y V3 son tambie´n ve´rtices de P.
Ahora bien, dado que F es la imagen automorfa af´ın de un prismatoide tetragonal uniforme,
entonces sus ve´rtices (y los de P, segu´n se establecio´ en la demostracio´n del teorema 2.2) son
combinaciones lineales promedio de G, V1, V2 y V3 como los indicados en (1.2.5). Se infiere que
los ve´rtices de P son, justamente, V1, . . . , V8, es decir, P = F.
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3.2. Corolario.
Sea F un prismatoide tetragonal uniforme de arista a, macizo y cerrado, de ve´rtices V1, . . . , V8
dispuestos como en la Figura 2, y centroide
G =
1
8
(V1 + . . .+ V8)
Hagamos ⎧⎪⎨
⎪⎩
A = 2a−2(V1 − V2) ,
B = 2a−2(V2 − V3) ,
C = 2
√
2a
−2{
(V1 −G) + (V3 −G)
} (3.2.1)
Entonces, A, B y C son linealmente independientes en R3, y respecto a estos vectores, F = {X ∈
R
3ϕ(X) ≤ 1} donde ϕ : R3 → R3 es la funcio´n convexa representada en (2.2.3) y (2.2.4).
Demostracio´n. Si C1 es el centro del cuadrado V1 . . .V4, entonces su circunradio es
||V1 −C1|| =
√
2a
2
, i = 1, . . . , 4 (3.2.2)
Puesto que C1 −G es un vector normal al plano de dicho cuadrado y ||C1 −G|| = 2−5/4a ((iii)
parte del teorema 1.2), entonces ViC1G es un tria´ngulo recta´ngulo, recto en C1, lo que implica
de acuerdo al Teorema de Pita´goras,
||V1−G|| =
{||Vi −C1||2 + ||C1 −G||2}1/2
= a
(
1
2
+ 2
−
5
2
)1/2
(por(3,2,2)),
esto es, {
||Vi −G|| = ||Vi+4 −G|| =
a
4
√
8 + 2
√
2 , i = 1, . . . , 4, (3.2.3)
el circunradio de F. Si θmn denota la medida del a´ngulo ∠VmGVn, entonces del Teorema del
Coseno aplicado al tria´ngulo iso´sceles V1GV3, obtenemos
||V3− V1||2 = 2||V1−G||2(1− cos θ13) ,
lo que implica, a la luz de (3.2.2), (3.2.3) y la relacio´n V3 − V1 = −2(V1 − C1),
cos θ13 = cos θ24 =
4
√
2− 9
7
(3.2.4)
Ana´logamente conseguimos⎧⎨
⎩
cos θ12 = cos θ23 = cos θ34 = cos θ14
=
2
√
2− 1
7
(3.2.5)
Ahora, dado que ∇ = 0 en (3.1.2), como se establecio´ en la demostracio´n del corolario 3.1,
entonces V1 −G, V2 −G y V3 −G constituyen una base de R3. Por tanto existen escalares s, t,
u tales que
(V1 −G)× (V2 −G) = s(V1 −G) + t(V2 −G) + u(V3 −G) (3.2.6)
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Multiplicando interiormente ambos miembros de (3.2.7), sucesivamente por V1 − G, V2 − G y
V3−G, teniendo presentes (3.2.3) , (3.2.4) y (3.2.7), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones⎧⎪⎨
⎪⎩
7s + (2
√
2− 1)t + (4√2− 9)u = 0
(2
√
2− 1)s + 7t + (2√2− 1)u = 0
(4
√
2− 9)s + (2√2− 1)t + 7u = 4a−2(4−√2)∇ ,
(3.2.7)
respectivamente. Resolviendo el sistema recibimos
s = −
√
2t = (2−
√
2)u =
√
2a−2∇ ,
y por ende, segu´n (3.2.6),
(V1 −G)× (V2 −G) = a−2∇
{√
2(V1 −G)− (V2 −G) + (1 +
√
2)(V3−G)
}
(3.2.8)
Procediendo ana´logamente hallamos⎧⎨
⎩
(V2 −G)× (V3 −G) = a−2∇
{
(1 +
√
2)(V1−G)− (V2 −G) +
√
2(V3 −G)
}
,
(V3 −G)× (V1 −G) = a−2∇
{
−(V1 −G) + 2(V2 −G)− (V3 −G)
}
,
Sustituyendo estas expresiones y (3.2.8) en (3.1.1) obtenemos (3.2.1). Adema´s, de (3.2.1) recibi-
mos
det(A,B, C) = 16
√
2a−6∇ = 0 ,
por lo cual A, B y C son linealmente independientes en R3. Por esto el corolario 3.2 se infiere
del corolario 3.1.
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